
ΠEPIEXOMENA

MΕΡΟΣ Α’

KEΦAΛAIO 1

Συναρτήσεις Πολλών Mεταβλητών

1.1 Συναρτήσεις και οι περιοχές ορισµού τους ..................................17

1.2 Όρια και συνέχεια ...........................................................................24

KEΦAΛAIO 2

Mερική Παραγώγιση

2.1 Mερικές παράγωγοι  .......................................................................31

2.2 Γεωµετρική ερµηνεία .......................................................................39

2.3 Προσαυξήσεις και διαφορικά ........................................................41

2.4 Παράγωγοι και διαφορικά σύνθετων συναρτήσεων ....................46

2.5 Παράγωγοι πεπλεγµένων συναρτήσεων.........................................54

2.6 Mετασχηµατισµοί ............................................................................70

2.7 Kατευθυνόµενη παράγωγος ...........................................................74

2.8 Kλίση συναρτήσεων (Gradient) ......................................................84

2.9 Eφαπτόµενα επίπεδα και κάθετες γραµµές ..................................91

2.10 Aκρότατα .........................................................................................96

2.11 Aκρότατα - Πολλαπλασιαστές του Lagrange .............................105



KEΦAΛAIO 3

Πολλαπλά Oλοκληρώµατα

3.1 ∆ιπλά ολοκληρώµατα ...................................................................111

3.2 Yπολογισµός του διπλού ολοκληρώµατος .................................116

3.3 Eµβαδά και όγκοι ............................................................................128

3.4 ∆ιπλά ολοκληρώµατα και πολικές συντεταγµένες ....................137

3.5 Mάζα, Pοπή, Aδράνεια .................................................................147

3.6 Eµβαδόν επιφάνειας .....................................................................160

3.7 Tριπλό ολοκλήρωµα ......................................................................169

3.8 Mάζα, Pοπή, Aδράνεια .................................................................183

3.9 Tριπλά ολοκληρώµατα σε κυλινδρικές και σφαιρικές

συντεταγµένες ................................................................................190

KEΦAΛAIO 4

Eπικαµπύλια Oλοκληρώµατα

4.1 Kαµπύλες και µήκος τόξου ..........................................................203

4.2 Eπικαµπύλια ολοκληρώµατα α′ είδους ......................................208

4.3 Eπικαµπύλια ολοκληρώµατα β′ είδους .......................................219

4.4 Eφαρµογές και παραδείγµατα του επικαµπύλιου 

ολοκληρώµατος β′ είδους .............................................................226

4.5 Θεώρηµα του Green στο επίπεδο .................................................238

4.6 Aνεξαρτησία του δρόµου ολοκλήρωσης .....................................253

KEΦAΛAIO 5

Επιφανειακά  Oλοκληρώµατα

5.1 Eπιφανειακά ολοκληρώµατα α′ είδους .......................................271

8 ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΓΙΑ ΜΗΧΑΝΙΚΟΥΣ



5.2 Eφαρµογές και παραδείγµατα του επιφανειακού 

ολοκληρώµατος α′ είδους .............................................................278

5.3 Eπιφανειακά ολοκληρώµατα β′ είδους .......................................289

5.4 Aπόκλιση και περιστροφή ............................................................297

5.5 Θεώρηµα της απόκλισης ...............................................................301

5.6 Θεώρηµα του Stokes  .....................................................................314

ΠAPAPTHMA

Στοιχεία από την γεωµετρία του R3

Π.1 Kαρτεσιανές συντεταγµένες στις τρεις διαστάσεις ....................327

Π.2 ∆ιανύσµατα στις τρεις διαστάσεις ..............................................332

Π.3 Γραφικές παραστάσεις ..................................................................336

Π.4 Eυθείες γραµµές ............................................................................339

Π.5 Eπίπεδα ..........................................................................................342

Π.6 Eπιφάνειες δευτέρου βαθµού  ......................................................350

Π.7 Πολικές, κυλινδρικές και σφαιρικές συντεταγµένες ..................358

Π.8 Kαµπύλες στο χώρο ......................................................................364

Πίνακας ολοκληρωµάτων ......................................................................373

ΜΕΡΟΣ ΙΙ

KEΦAΛAIO 1

H έννοια της διαφορικής εξίσωσης

1.1 Γενικά .............................................................................................385

1.2 Oικογένειες καµπυλών ως λύσεις διαφορικών εξισώσεων .......394

1.2.1 Eύρεση διαφορικής εξίσωσης από τη λύση της ...............394

Περιεχόµενα 9



1.2.2 Eύρεση της περιβάλλουσας οικογένειας καµπυλών .......400

1.3 Γραµµικό στοιχείο και πεδίο διευθύνσεων µιας ∆.E. πρώτης

τάξης και κανονικής µορφής ........................................................404

1.4 Iδιάζουσα λύση ∆.E. πρώτης τάξης .............................................407

KEΦAΛAIO 2

∆ιαφορικές εξισώσεις πρώτης τάξης

2.1 Γενικά  ............................................................................................413

2.2 Προσδιορισµός µιας µερικής λύσης από τη γενική λύση της  

∆.E. Πρόβληµα των αρχικών και συνοριακών τιµών ................414

2.3 ∆ιαφορικές εξισώσεις µε χωριζόµενες µεταβλητές ....................416

2.4 ∆ιαφορικές εξισώσεις που γίνονται χωριζόµενων µεταβλητών

µετά από κατάλληλο µετασχηµατισµό .........................................422

2.4.1 ∆.E. της µορφής y′ = f(αx + βy + γ) µε α � 0, β � 0 ........422

2.4.2 ∆.E. της µορφής y′ = f��
y
x

�� ή y′ = f��
y
x

��, y � 0, x � 0 

αντίστοιχα ...........................................................................424

2.4.3 ∆.E. της µορφής x2y′ = f(xy) ..............................................425

2.4.4 ∆.E. της µορφής yy′ + f(x2 � y2)σ(x) � x = 0 ..................427

2.4.5 ∆.E. της µορφής y′ = αyν + βx 
�1

ν
-ν�

, x > 0, ν � 1 ...............428

2.5 Oµογενείς ∆.E. ...............................................................................432

2.6 ∆.E. Aναγόµενες σε οµογενείς ......................................................438

2.7 Γραµµικές ∆.E. πρώτης τάξης ......................................................445

2.7.1 Oµογενής γραµµική ∆.E. πρώτης τάξης ..........................446

2.7.2 Πλήρης γραµµική ∆.E. πρώτης τάξης ..............................446

2.7.3 Γραµµική ∆.E. πρώτης τάξης µε σταθερούς 

συντελεστές και σταθερό 2ο µέλος ....................................448

2.7.4 Γραµµική ∆.E. πρώτης τάξης µε σταθερούς 

10 ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΓΙΑ ΜΗΧΑΝΙΚΟΥΣ



συντελεστές .........................................................................449

2.8 ∆.E. του Bernoulli ..........................................................................455

2.9 ∆.E. του Riccati ..............................................................................460

2.10 Πλήρεις ή ακριβείς ∆.E. ................................................................468

2.11 ∆.E. πρώτης τάξης και ανώτερου βαθµού ..................................487

2.12 H ∆.E. του Clairaut ........................................................................497

2.13 H ∆.E. του Lagrange ......................................................................501

2.14 Eπίλυση ∆.E. πρώτης τάξης και ανώτερου βαθµού 

πεπλεγµένης µορφής µε µετασχηµατισµούς ...............................506

2.14.1 Γενικά ..................................................................................506

2.14.2 Mετασχηµατισµός Legendre ..............................................506

2.14.3 Mετασχηµατισµός σε πολικές συντεταγµένες .................510

2.14.4 Eναλλαγή του ρόλου των x και y .....................................511

2.15 Eφαρµογές ∆.E. 1ης τάξης ...........................................................514

2.15.1 Iσογώνιες τροχιές ..............................................................514

2.15.2 Oρθογώνιες τροχιές ...........................................................516

2.15.3 Hλεκτρικά κυκλώµατα ......................................................521

2.15.4 Πρόβληµα ψύξης ................................................................524

2.15.5 Πτώση των σωµάτων .........................................................526

2.16 Λυµένες ασκήσεις 2ου κεφαλαίου .................................................534

KEΦAΛAIO 3

Γραµµικές ∆ιαφορικές Eξισώσεις ανώτερης τάξης

3.1 Γενικά .............................................................................................547

3.2 Γραµµικές οµογενείς ∆.E. ανώτερης τάξης µε σταθερούς

συντελεστές ....................................................................................552

3.3 Πλήρεις γραµµικές ∆.E. ανώτερης τάξης µε σταθερούς 

συντελεστές .....................................................................................559

3.4 Γραµµικές ∆.E. 2ης τάξης µε µεταβλητούς συντελεστές .............582

Περιεχόµενα 11



3.5 Tελεστής παραγώγισης και γραµµικές ∆.E. ανώτερης τάξης .....588

3.5.1 Γενικά ..................................................................................588

3.5.2 Eφαρµογή των τελεστών στη λύση των ∆.E. µε 

σταθερούς συντελεστές ......................................................597

3.5.3 Eιδικές µορφές γραµµικών ∆.E. ανώτερης τάξης µε 

µεταβλητούς συντελεστές ..................................................613

3.5.4 Eφαρµογές των γραµµικών ∆.E. ανώτερης τάξης ..........620

KEΦAΛAIO 4

Eιδικές µορφές ∆.E. ανώτερης τάξης

4.1 Γενικά .............................................................................................631

4.2 Eξισώσεις της µορφής y(ν) = f(x) (ν - τάξης)................................631

4.3 Eξισώσεις της µορφής F(x, y(ν)) = 0 .............................................636

4.4 Eξισώσεις της µορφής F(x, y′, y″, …, y(ν)) = 0 ............................639

4.5 Eξισώσεις της µορφής F(y(ν), y(ν - 1)) = 0 .....................................643

4.6 Eξισώσεις της µορφής F(y(ν), y(ν - 2)) = 0 .....................................647

4.7 Eξισώσεις της µορφής F(y, y′, y″, …, y(ν)) = 0 ............................649

4.8 Oµογενείς ∆.E. ανώτερης τάξης ..................................................652

4.9 ∆.E. ανώτερης τάξης τέλειας ή πλήρους µορφής .......................662

KEΦAΛAIO 5

Eπίλυση ∆.E. µε τη χρήση σειρών

5.1 Γενικά .............................................................................................671

5.2 Λύση γραµµικής ∆.E. 2ης τάξης σε οµαλό σηµείο .......................675

5.3 Συναρτήσεις και ∆.E. Bessel ........................................................690

12 ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΓΙΑ ΜΗΧΑΝΙΚΟΥΣ



KEΦAΛAIO 6

Συστήµατα διαφορικών εξισώσεων

6.1 Γενικά .............................................................................................697

6.2 Λύση κανονικού συστήµατος ∆.E. ...............................................700

6.3 Λύση γραµµικού συστήµατος 2 ∆.E. µε 2 αγνώστους µε

σταθερούς συντελεστές .................................................................710

6.4 Λύση γραµµικού συστήµατος περισσοτέρων των 2 ∆.E.

µε ισάριθµους αγνώστους ............................................................714

6.5 Eφαρµογές συστηµάτων ∆.E. .......................................................717

6.5.1 Προβλήµατα δονήσεων ......................................................717

6.5.2 Oρθογώνιες τροχιές οικογένειας επιφανειών .................722

6.5.3 ∆υναµικές γραµµές διανυσµατικού πεδίου .....................723

KEΦAΛAIO 7

Στοιχεία από τη θεωρία των διαφορικών εξισώσεων

µε µερικές παραγώγους

7.1 Γενικά .............................................................................................733

7.2 Πρόβληµα αρχικών και συνοριακών τιµών των ∆.E.M.Π. .......738

7.3 Προσδιορισµός ∆.E.M.Π. από δοσµένη λύση της ......................744

7.4 Eπίλυση γραµµικής ∆.E.M.Π. πρώτης τάξης δυο 

διαστάσεων ....................................................................................747

7.5 Oµογενής ∆.E.M.Π. δυο διαστάσεων µε σταθερούς 

συντελεστές .....................................................................................756

7.6 Eπίλυση διαφορικής εξίσωσης δύο διαστάσεων µε µερικές 

παραγώγους της µορφής f(Dx, Dy)z = 0 που δεν είναι 

οµογενής .........................................................................................758

7.7 Γραµµική διαφορική εξίσωση δύο διαστάσεων µε µερικές 

παραγώγους µε σταθερούς συντελεστές και µε δεύτερο µέλος

Περιεχόµενα 13



f(x, y) ..............................................................................................761

7.8 Mη γραµµική εξίσωση δυο διαστάσεων µε µερικές 

παραγώγους πρώτης τάξης ...........................................................767

7.9 Λυµένες ασκήσεις ∆.E.M.Π ..........................................................772

Ευρετήριο Ονοµάτων .............................................................................791

Bιβλιογραφία ..........................................................................................795

14 ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΓΙΑ ΜΗΧΑΝΙΚΟΥΣ


