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ΑΛΓΕΒΡΑ - ΑΝΑΛΥΤΙΚΗ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ

KEΦAΛAIO 1

OPIZOYΣEΣ

1.1 Oρισµός.............................................................................................25

1.2 Eλάσσονες ορίζουσες.......................................................................27

1.3 Aνάπτυγµα ορίζουσας .....................................................................28

1.4 Iδιότητες των οριζουσών.................................................................33

1.5 Συµπληρωµατικά σχετικά µε τις ορίζουσες ..................................42

1.6 Συστήµατα γραµµικών εξισώσεων νxν ..........................................43

1.6.1 Mέθοδος Crammer ................................................................43

1.6.2 Oµογενή γραµµικά συστήµατα ............................................46

Aσκήσεις ................................................................................................49

KEΦAΛAIO 2

ΠINAKEΣ ή MHTPEΣ (MATRIX)

2.1 H έννοια του πίνακα........................................................................53

2.2 Iσότητα πινάκων - ιδιότητες ...........................................................55

2.3 Πράξεις πινάκων..............................................................................57

2.3.1 Πρόσθεση πινάκων................................................................57

2.3.2 Πολλαπλασιασµός αριθµού µε πίνακα ...............................59

2.3.3 Πολλαπλασιασµός πινάκων.................................................61

2.4 Mοναδιαίος πίνακας - ∆ιαγώνιος πίνακας - 

Tριγωνικός πίνακας.........................................................................65



2.5 Aνάστροφος πίνακας - είδη πινάκων.............................................69

2.6 Aντίστροφοι πίνακες - Iδιότητες ....................................................74

2.7 Bαθµός ή τάξη πίνακα .....................................................................79

2.8 Yπολογισµός του πίνακα A-1 ..........................................................88

2.9 Γραµµικά συστήµατα .......................................................................96

2.9.1 Γραµµική εξίσωση .................................................................96

2.9.2 Γραµµικό σύστηµα ................................................................97

2.9.3 Στοιχειώδεις πράξεις............................................................98

2.10 Aλγόριθµος απαλοιφής του Gauss..................................................99

2.11 Mέθοδος µε τη βοήθεια του επαυξηµένου πίνακα.......................100

2.12 Xαρακτηριστική εξίσωση τετραγωνικού πίνακα, 

χαρακτηριστικές ρίζες (Iδιοτιµές) ................................................105

2.13 Iδιοδιανύσµατα ή χαρακτηριστικά διανύσµατα..........................107

2.14 ∆ύναµη πίνακα ...............................................................................112

2.15 Όµοιοι πίνακες...............................................................................114

Aσκήσεις ..............................................................................................119

KEΦAΛAIO 3

∆IANYΣMATIKOΣ ΛOΓIΣMOΣ

3.1 Είδη µεγεθών...................................................................................131

3.2 ∆ιανύσµατα-∆ιάφορα ορισµοί......................................................132

3.3 ∆ιαδοχικά διανύσµατα - ∆ιανυσµατικές ακτίνες - Προβολή

διανύσµατος επί ευθεία ή επίπεδο................................................134

3.4 Στοιχειώδεις πράξεις διανυσµάτων .............................................136

3.4.1 Άθροισµα .............................................................................136

3.4.2 Mέτρο αθροίσµατος διανυσµάτων....................................137

3.4.3 Γινόµενο...............................................................................138

3.4.4 Συνθήκη παραλληλίας δύο διανυσµάτων .........................140

3.4.5 ∆ιαφορά ...............................................................................141

3.5 Συντεταγµένες σηµείου και διανύσµατος ....................................143

3.5.1 Άξονας .................................................................................143

3.5.2 Aλγεβρική τιµή ....................................................................144

3.5.3 Θεώρηµα του Chasles ..........................................................145

8 Γενικά Mαθηµατικά



3.5.4 Συντεταγµένες διανύσµατος στο επίπεδo.........................146

3.5.5 Συντεταγµένες διανύσµατος στο χώρο .............................149

3.6 Aπόσταση δύο σηµείων..................................................................152

3.7 Λόγος συγγραµικών διανυσµάτων ...............................................156

3.8 Aπλός ή µερικός λόγος ..................................................................157

3.9 ∆ιπλός λόγος τεσσάρων σηµείων .................................................158

3.10 Συντεταγµένες σηµείου που χωρίζει διάνυσµα σε λόγο λ ..........158

3.11 Γωνία δύο ηµιευθειών....................................................................164

3.12 Γωνία διανυσµάτων .......................................................................166

3.13 Συντελεστής διευθύνσεως διανύσµατος.......................................167

3.14 Συνηµίτονα κατευθύνσεως διανύσµατος .....................................169

3.15 Eσωτερικό γινόµενο δύο διανυσµάτων 

(Bαθµωτό γινόµενο).......................................................................171

3.15.1 Iδιότητες του εσωτερικού γινοµένου ................................173

3.15.2 Aναλυτική έκφραση του εσωτερικού γινοµένου ..............174

3.16 Eξωτερικό γινόµενο διανυσµάτων ...............................................182

3.16.1 Iδιότητες του εξωτερικού γινοµένου.................................184

3.16.2 Aναλυτική έκφραση του εξωτερικού γινοµένου...............185

3.17 Mικτό γινόµενο διανύσµατος........................................................192

3.17.1 Aναλυτική έκφραση του µικτού γινοµένου.......................192

3.17.2 Γεωµετρική ερµηνεία του µικτού γινοµένου ....................193

3.17.3 Iδιότητες του µικτού γινοµένου.........................................195

Aσκήσεις ..............................................................................................204

KEΦAΛAIO 4

ΣYΣTHMATA ΣYNTETAΓMENΩN

4.1 Γενικά ..............................................................................................211

4.2 Σύστηµα πολικών συντεταγµένων στο επίπεδο ..........................212

4.3 Σφαιρικές συντεταγµένες ..............................................................213

4.4 Kυλινδρικές συντεταγµένες...........................................................214

4.5 Aλλαγή αξόνων καρτεσιανών συντεταγµένων............................217

4.5.1 Παράλληλη µετατόπιση αξόνων ........................................218

4.5.2 Παράλληλη µεταφορά και στροφή των αξόνων...............221

Περιεχόµενα 9



Aσκήσεις ..............................................................................................224

KEΦAΛAIO 5

ANAΛYTIKH ΓEΩMETPIA ΣTO EΠIΠE∆O

5.1 Γενικά ..............................................................................................227

5.2 H ευθεία...........................................................................................228

5.2.1 ∆ιανυσµατική εξίσωση ευθείας..........................................228

5.2.2 ∆ιανυσµατική εξίσωση ευθείας από δύο σηµεία ..............229

5.2.3 Παραµετρική εξίσωση ευθείας ...........................................231

5.2.4 Aναλυτική εξίσωση ευθείας................................................232

5.2.5 Γενική µορφή εξισώσεως ευθείας ......................................232

5.2.6 ∆ιερεύνηση της εξισώσεως ευθείας ...................................234

5.2.7 Συντελεστής διευθύνσεως ευθείας.....................................236

5.2.8 Eιδικές µορφές εξισώσεων ευθείας ...................................237

5.2.9 Γωνία ευθειών .....................................................................238

5.2.10 Σχετική θέση δύο ευθειών του αυτού επιπέδου................240

5.2.11 Συνθήκη για να διέρχονται τρεις ευθείες από 

το αυτό σηµείο.....................................................................241

5.2.12 Eπίπεδο δέσµης ευθειών.....................................................242

5.2.13 Προσανατολισµός επιπέδου ως προς ευθεία ή σύνολο

λύσεων γραµµικής ανισότητας ως προς x, y ....................244

5.2.14 Aπόσταση σηµείου από ευθεία ..........................................246

5.2.15 Eξίσωση ευθείας σε πολικές συντεταγµένες.....................248

5.3 Kωνικές τοµές.................................................................................269

5.4 Kύκλος.............................................................................................271

5.4.1 Eξίσωση κύκλου..................................................................271

5.4.2 Eξίσωση κύκλου που περνά από τρία σηµεία ..................275

5.4.3 Σχετική θέση κύκλου και ευθείας ......................................276

5.4.4 Eξίσωση εφαπτοµένης κύκλου ..........................................276

5.5 H έλλειψη ........................................................................................281

5.5.1 Eξίσωση της ελλείψεως ......................................................282

5.5.2 Στοιχεία της ελλείψεως ......................................................285

5.5.3 Παραµετρικές εξισώσεις ελλείψεως ..................................287

10 Γενικά Mαθηµατικά



5.5.4 Πολική εξίσωση ελλείψεως.................................................288

5.5.5 Eξίσωση εφαπτοµένης ελλείψεως......................................289

5.6 H υπερβολή .....................................................................................296

5.6.1 Eξίσωση της υπερβολής......................................................296

5.6.2 Στοιχεία της υπερβολής......................................................299

5.6.3 Eξίσωση υπερβολής σε παραµετρική µορφή ....................300

5.6.4 Eξίσωση εφαπτοµένης και καθέτου σε σηµείο 

υπερβολής ............................................................................301

5.7 Παραβολή ........................................................................................310

5.7.1 Eξίσωση της παραβολής.....................................................311

5.7.2 Παραµετρικές εξισώσεις παραβολής ................................313

5.7.3 Eξίσωση εφαπτοµένης και καθέτου παραβολής ..............314

5.8 Eξίσωση κωνικών τοµών σε πολικές συντεταγµένες..................317

5.8.1 Eξίσωση κωνικών γενικά ...................................................317

5.8.2 Πολικά διαγράµµατα ..........................................................320

5.8.3 O Ληµνίσκος του Bernoulli ................................................320

5.8.4 Kαρδιοειδές διάγραµµα......................................................321

5.9 Kαµπύλες δευτέρου βαθµού ..........................................................322

Aσκήσεις ..............................................................................................327

KEΦAΛAIO 6

ΣTOIXEIA AΠO TH MEΛETH TOY XΩPOY

6.1 Γενικά ..............................................................................................339

6.2 H ευθεία στο χώρο .........................................................................341

6.2.1 ∆ιανυσµατική εξίσωση ευθείας..........................................341

6.2.2 Παραµετρική εξίσωση ευθείας ...........................................342

6.2.3 Aναλυτική εξίσωση ευθείας................................................343

6.3 Eπίπεδο ...........................................................................................343

6.3.1 ∆ιανυσµατική και παραµετρική εξίσωση επιπέδου .........343

6.3.2 Aναλυτική εξίσωση του επιπέδου......................................347

6.3.3 Γενική µορφή εξισώσεως επιπέδου ...................................348

6.3.4 ∆ιερεύνηση της Ax + By + Γz + ∆ = 0 ...............................349

6.3.5 Σχετική θέση δύο επιπέδων................................................351

Περιεχόµενα 11



6.3.6 Προσανατολισµός του χώρου ως προς επίπεδο ..............352

6.3.7 Aπόσταση σηµείου από επίπεδο-γωνία δύο 

επιπέδων ..............................................................................352

6.3.8 Aξονική και κεντρική δέσµη επιπέδων .............................354

6.4 Eπιφάνειες δευτέρου βαθµού ........................................................358

6.4.1 Kυλινδρικές επιφάνειες µε γενέτηρα παράλληλη 

προς έναν άξονα συντεταµένων ........................................358

6.4.2 Σφαίρα .................................................................................360

6.4.3 Eλλειψοειδές........................................................................361

6.4.4 Yπερβολοειδές.....................................................................363

6.4.5 Mονόχωνο υπερβολοειδές..................................................364

6.4.6 ∆ίχωνο υπερβολοειδές........................................................366

6.4.7 Παραβολοειδή......................................................................369

6.4.8 Eλλειπτικό παραβολοειδές ................................................369

6.4.9 Yπερβολικό παραβολοειδές ...............................................370

6.4.10 Kώνος...................................................................................371

Aσκήσεις ..............................................................................................373

KEΦAΛAIO 7

EIΣAΓΩΓH ΣTOYΣ ΓPAMMIKOYΣ 

(∆IANYΣMATIKOYΣ) XΩPOYΣ

7.1 Γενικά ..............................................................................................375

7.2 Oρισµός γραµµικού χώρου ...........................................................376

7.3 Γραµµικοί (διανυσµατικοί) υπόχωροι .........................................378

7.3.1 Oρισµός................................................................................379

7.3.2 Πρόταση ...............................................................................379

7.4 Iδιότητες στους γραµµικούς χώρους............................................380

7.5 Γραµµική εξάρτηση ........................................................................382

7.5.1 Oρισµός................................................................................382

7.5.2 Oρισµός................................................................................382

7.5.3 Oρισµός................................................................................383

7.5.4 Iδιότητες...............................................................................386

7.6 Bάση και διάσταση γραµµικού χώρου .........................................390

12 Γενικά Mαθηµατικά



7.6.1 Oρισµός................................................................................390

7.6.2 Πρόταση ...............................................................................390

7.6.3 Oρισµός................................................................................392

7.6.4 Πρόταση ...............................................................................392

7.7 Eυκλείδιοι γραµµικοί χώροι .........................................................395

7.7.1 Oρισµός................................................................................395

7.7.2 Oρισµός................................................................................396

7.7.3 Oρισµός................................................................................396

7.7.4 Oρισµός................................................................................397

7.7.5 Aνισότητες Cauchy - Schwartz και τριγωνική...................398

7.7.6 Γωνία δύο διανυσµάτων.....................................................399

Aσκήσεις ..............................................................................................403

KEΦAΛAIO 8

ΣYNOΛA APIΘMΩN

8.1 Σύνολο των πραγµατικών αριθµών .............................................407

8.1.1 Yποσύνολα του R................................................................408

8.1.2 Γραµµικό διάγραµµα των συνόλων ..................................409

8.1.3 ∆ιαστήµατα πραγµατικών αριθµών ..................................410

8.1.4 Περιοχή πραγµατικού αριθµού xo ή σηµείου xo...............414

8.2 Σύνολο των µιγαδικών αριθµών C...............................................414

8.2.1 Oρισµός και άλγεβρα των µιγαδικών αριθµών................415

8.2.2 Iδιότητες της ισότητας και πράξεις του C........................418

8.2.3 Συµµετρικά στοιχεία στις πράξεις ....................................419

8.2.4 Aφαίρεση και διαίρεση µιγαδικών ....................................421

8.2.5 H φανταστική µονάδα ........................................................421

8.2.6 Συζυγείς µιγαδικοί αριθµοί - ιδιότητες ............................426

8.2.7 Γεωµετρική παράσταση µιγαδικού αριθµού.....................431

8.2.8 Γεωµετρική παράσταση του αθροίσµατος και της

διαφοράς µιγαδικών αριθµών ...........................................434

8.2.9 Mέτρο ή απόλυτος τιµή µιγαδικού αριθµού.....................436

8.2.10 Tριγωνοµετρική ή πολική µορφή µιγαδικού 

αριθµού ................................................................................444

Περιεχόµενα 13



8.2.11 Θεωρήµατα των µιγαδικών αριθµών ................................448

8.2.12 Tύπος του De Moivre .........................................................450

8.2.13 Nιοστές ρίζες µιγάδα ..........................................................452

8.2.14 Nιοστές ρίζες της µονάδας.................................................453

8.2.15 Eκθετική µορφή µιγάδα......................................................457

8.2.16 Nεπέριος λογάριθµος µιγαδικού αριθµού ........................460

Aσκήσεις ..............................................................................................466

MEPOΣ Β́

∆ΙΑΦΟΡΙΚΟΣ & ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ

KEΦAΛAIO 1

ΣYNAPTHΣEIΣ MIAΣ ΠPAΓMATIKHΣ METABΛHTHΣ

1.1 Oρισµός...........................................................................................471

1.2 Γραφική παράσταση ή γράφηµα συνάρτησης ..............................474

1.3 Iσότητα και στοιχειώδεις πράξεις συναρτήσεων ........................479

1.4 Σύνθεση συναρτήσεως....................................................................479

1.5 Άρτιες περιττές και περιοδικές συναρτήσεις ..............................481

1.6 Mονοτονία συναρτήσεως...............................................................484

1.7 Aντίστροφη συνάρτηση..................................................................486

1.7.1 Θεώρηµα ..............................................................................487

1.8 Aκρότατα συναρτήσεως.................................................................489

1.9 Kατηγορίες συναρτήσεων..............................................................490

1.9.1 Yπερβατικές συναρτήσεις ..................................................490

Aσκήσεις ..............................................................................................502

KEΦAΛAIO 2

OPIO METABΛHTHΣ και ΣYNAPTHΣEΩΣ

2.1 Όριο µεταβλητής ............................................................................507

2.2 Όριο συναρτήσεως.........................................................................511

14 Γενικά Mαθηµατικά



2.2.1 Πλευρικά όρια .....................................................................515

2.2.2 Όριο για x→+∞ ...................................................................517

2.2.3 Όριο για x→- ∞...................................................................517

2.2.4 Όριο για x→γ ......................................................................518

2.3 Θεωρήµατα των ορίων...................................................................521

Aσκήσεις ..............................................................................................529

KEΦAΛAIO 3

ΣYNEXEIA ΣYNAPTHΣΕΩΣ

3.1 Συνέχεια συναρτήσεως σε ένα σηµείο ..........................................531

3.1.1 Eίδη ασυνέχειας ..................................................................533

3.1.2 Συνέχεια συναρτήσεως σε ένα διάστηµα.

Πλευρική συνέχεια. .............................................................536

3.1.3 Iδιότητες των συνεχών συναρτήσεων

Θεµελιώδες θεώρηµα ..........................................................537

Aσκήσεις ..............................................................................................543

KEΦAΛAIO 4

ΠAPAΓΩΓOI

4.1 H έννοια της παραγώγου...............................................................547

4.2 Πλευρικές παράγωγοι....................................................................550

4.3 Παράγωγος και συνέχεια συναρτήσεως .......................................553

4.4 Γεωµετρική ερµηνεία παραγώγου.................................................555

4.5 Παράγωγος βασικών συναρτήσεων ..............................................559

4.5.1 Παράγωγος σταθεράς συνάρτησης y = f(x) = c.................559

4.5.2 Παράγωγος ταυτοτικής συνάρτησης y = f(x) = x .............559

4.5.3 H παράγωγος της f(x) = xν, ν�N* ....................................560

4.5.4 Παράγωγος της y = f(x) = ex...............................................560

4.5.5 H παράγωγος της : f(x) = lnx, x > 0 ...................................561

4.5.6 H παράγωγος της συνάρτησης : f(x) = ηµx, x�R.............562

4.5.7 H Παράγωγος της f(x) = συνx, x�R ..................................563

4.5.8 H παράγωγος της  f(x) = �x�, x > 0....................................563

Περιεχόµενα 15



4.6 Kανόνες παραγώγισης ...................................................................564

4.6.1 Παράγωγος αθροίσµατος ...................................................564

4.6.2 Παράγωγος γινοµένου ........................................................565

4.6.3 Παράγωγος πηλίκου ...........................................................567

4.6.4 Παράγωγος της συνάρτησης y = f(x) = εφx.......................568

4.6.5 Παράγωγος της y = f(x) = σφx ...........................................568

4.7 Παράγωγος της y = f(x) = logαx, α > 0, α # 1, x > 0 .....................569

4.8 Παράγωγος σύνθετης συνάρτησης................................................569

4.9 Παράγωγοι ορισµένων συναρτήσεων...........................................570

4.9.1 Παράγωγος των y = ηµf(x), y = συνf(x), y= εφf(x),

y= σφf(x)...............................................................................570

4.9.2 Παράγωγος της y = αf(x), α > 0 ...........................................571

4.9.3 Παράγωγος της y = logα f(x), α > 0, α � 1, f(x) > 0 ...............571

4.9.4 Παράγωγος της y = fλ(x), λ�R...........................................572

4.9.5 Παράγωγος της σύνθετης εκθετικής 

συνάρτησης y = uυ, u = u(x), υ = υ(x).................................573

4.10 Παράγωγος αντίστροφης συνάρτησης .........................................573

4.11 Παράγωγοι αντιστρόφων τριγωνοµετρικών συναρτήσεων .......575

4.11.1 Παράγωγος της y = τοξ ηµx, y = τοξ συνx ......................575

4.11.2 Παράγωγος της y = τοξεφx, y = τοξσφx ..........................576

4.12 Παράγωγοι των υπερβολικών συναρτήσεων ...............................576

4.13 Παράγωγος παραµετρικών συναρτήσεων....................................579

4.14 Παράγωγος πεπλεγµένων συναρτήσεων ......................................581

4.15 Παράγωγοι ανωτέρας τάξεως .......................................................582

4.16 Πίνακας παραγώγων βασικών και σύνθετων βασικών 

συναρτήσεων...................................................................................585

Aσκήσεις ..............................................................................................586

KEΦAΛAIO 5

∆IAΦOPIKO ΣYNAPTHΣEΩN

5.1 Oρισµός...........................................................................................593

5.2 Kανόνες διαφορίσεως....................................................................594

5.3 ∆ιαφορικά ανωτέρας τάξεως ........................................................595

16 Γενικά Mαθηµατικά



5.4 Γεωµετρική ερµηνεία του διαφορικού..........................................595

Aσκήσεις ..............................................................................................599

KEΦAΛAIO 6

MEΛETH ΣYNAPTHΣEΩN ME TH BOHΘEIA

ΠAPAΓΩΓΩN

6.1 Θεώρηµα Fermat.............................................................................601

6.2 Θεώρηµα Rolle ................................................................................603

6.3 Θεώρηµα µέσης τιµής ή θεώρηµα Lagrange .................................608

6.4 Θεώρηµα Gauchy ή ∆εύτερο θεώρηµα µέσης τιµής .....................612

6.5 Aνάπτυγµα Taylor και Maclaurin..................................................612

6.6 Mονοτονία συναρτήσεων ..............................................................619

6.7 Aκρότατα συναρτήσεων ................................................................623

6.7.1 Γενικά...................................................................................623

6.7.2 Kριτήριο πρώτης παραγώγου............................................624

6.7.3 Kριτήριο δεύτερης παραγώγου..........................................629

6.8 Kοίλα και κυρτά σηµεία συναρτήσεων - Σηµεία Kαµπής ..........637

6.9 Aσύµπτωτες καµπύλης ..................................................................641

6.10 Aπροσδιόριστες µορφές - Kανόνας De L’ Hospital ...................645

6.10.1 Eισαγωγή .............................................................................645

6.10.2 Θεώρηµα Cauchy στις απροσδιόριστες µορφές ...............645

6.10.3 Θεώρηµα του de l’ hospital �Περίπτωση �
0
0

�� . .......................648

6.10.4 Θεώρηµα του de l’ hospital (Περίπτωση �
∞
∞

�) .....................651

6.10.5 Mορφή 0. (�∞) ....................................................................654

6.10.6 Mορφή (∞-∞) ................................................................656

6.10.7 Mορφές : 0o, 1∞, ∞o .............................................................658

6.11 Γραφική παράσταση συναρτήσεων...............................................659

6.12 Xρήση της παραγώγου στην κινηµατική......................................661

Aσκήσεις ..............................................................................................667

Περιεχόµενα 17



KEΦAΛAIO 7

OΛOKΛHPΩΣH

7.1 Γενικά ..............................................................................................673

7.2 H έννοια του αορίστου ολοκληρώµατος......................................674

7.2.1 Πρόταση ...............................................................................675

7.2.2 Θέωρηµα ..............................................................................675

7.2.3 Oρισµός................................................................................676

7.3 Iδιότητες του αορίστου ολοκληρώµατος .....................................677

7.4 Tο ορισµένο ολοκλήρωµα συνεχούς συναρτήσεως .....................678

7.5 Bοηθητικές έννοιες.........................................................................681

7.6 Άθροισµα Reimann. Γεωµετρική σηµασία ...................................681

7.7 Iδιότητες του ορισµένου ολοκληρώµατος ...................................686

7.8 Θεώρηµα της µέσης τιµής του ολοκληρωτικού λογισµού ..........687

7.8.1 Θεώρηµα ..............................................................................688

7.9 Yπολογισµός του ορισµένου ολοκληρώµατος ............................689

7.9.1 Θεώρηµα : (Πρώτο θεµελιώδες θεώρηµα του 

απειροστικού λογισµού ......................................................689

7.9.2 Θεώρηµα : (∆εύτερο θεµελιώδες θεώρηµα του

απειροστικού λογισµού ......................................................691

Aσκήσεις ..............................................................................................694

KEΦAΛAIO 8

KANONEΣ OΛOKΛHPΩΣEΩΣ

8.1 Θεµελιώδη ολοκληρώµατα ............................................................697

8.2 Oλοκλήρωση κατά µέρη .................................................................699

8.3 Oλοκλήρωση µε αντικατάσταση ...................................................700

8.4 Oλοκλήρωση κατά παράγοντες (Παραγοντική) ..........................703

8.5 Aναγωγικοί τύποι...........................................................................708

Aσκήσεις ..............................................................................................712

18 Γενικά Mαθηµατικά



KEΦAΛAIO 9

OΛOKΛHPΩΣH PHTΩN ΣYNAPTHΣEΩN

9.1 Γενικά-Oλοκλήρωρη ειδικών µορφών ρητών συναρτήσεων......715

9.2 Yπολογισµός του ολοκληρώµατος: ��
Q
P(

(
x
x
)
)

� dx .............................717

9.2.1 Tο Q(x) έχει ρίζες απλές πραγµατικές ..............................719

9.2.2 Tο Q(x) έχει ρίζες πολλαπλές πραγµατικές......................721

9.2.3 Tο Q(x) έχει ρίζες απλές µιγαδικές (φανταστικές) ..........724

9.2.4 Tο Q(x) έχει ρίζες πολλαπλές µιγαδικές 

(φανταστικές) ......................................................................727

Aσκήσεις ..............................................................................................729

KEΦAΛAIO 10

OΛOKΛHPΩΜΑΤΑ MEPIKΩN APΡHTΩN ΣYNAPTHΣEΩN

10.1 Oλοκληρώµατα που περιέχουν µια από τις µορφές: 

�α�2�-�b�2x�2�, �α�2+� b�2x�2�, �b�2x�2-� α�2�.................................................731

10.2 Tα ολοκληρώµατα είναι της µορφής:

I1 = ��
�

x

α�

ν

x�
dx

+� β�
� , I2 = �xν �α�x� +� β� dx.............................................738

10.3 Oλοκληρώµατα της µορφής:

I = R(x, x
�q
ρ1

1
�
, x

�q
ρ2

2
�
, …, x

�q
ρr

r
�
) dx .........................................................739

10.4 Oλοκληρώµατα διαφορικών διωνύµων .......................................741

Aσκήσεις ..............................................................................................743

KEΦAΛAIO 11

OΛOKΛHPΩΣH PHTΩN TPIΓΩNOMETPIKΩN ΣYNAPTHΣEΩN

11.1 Oλοκληρώµατα της µορφής I = �R (ηµx, συνx)dx.......................745

11.1.1 Eιδικές αντικαταστάσεις....................................................746

Περιεχόµενα 19



11.2 Oλοκληρώµατα της µορφής �ηµκxσυνλxdx,  

�ηµκxηµλxdx,  �συνκxσυνλxdx .......................................................748

11.3 Oλοκληρώµατα της µορφής  I = �ηµνxσυνκxdx ..........................750

11.4 Oλοκληρώµατα της µορφής I = �εφκxdx  ή  I = ��
εφ

dx
κx
�................751

Aσκήσεις ..............................................................................................753

KEΦAΛAIO 12

KATA ΠPOΣEΓΓIΣH YΠOΛOΓIΣMOΣ TOY OPIΣMENOY

OΛOKΛHPΩMATOΣ

12.1 Mέθοδος των τραπεζίων................................................................755

12.2 Mέθοδος του Simson ......................................................................757

Aσκήσεις ..............................................................................................761

KEΦAΛAIO 13

ΓENIKEYMENA OΛOKΛHPΩMATA

13.1 Oρισµός...........................................................................................763

Aσκήσεις ..............................................................................................768

KEΦAΛAIO 14

EΦAPMOΓEΣ TOY OPIΣMENOY OΛOKΛHPΩMATOΣ

ΣTH ΓEΩMETPIA

14.1 Eµβαδά επιπέδων χωρίων .............................................................769

14.1.1 Yπολογισµός εµβαδών σε καρτεσιανές 

συντεταγµένες......................................................................769

14.1.2 Yπολογισµός εµβαδών όταν η καµπύλη δίνεται 

παραµετρικά ........................................................................772

14.1.3 Yπολογισµός εµβαδών όταν η καµπύλη δίνεται 

σε πολικές συντεταγµένες ..................................................773

20 Γενικά Mαθηµατικά



14.2 Όγκοι στερεών................................................................................781

14.2.1 Όγκος στερεού µε γνωστές κάθετες τοµές προς έναν 

άξονα....................................................................................781

14.2.2 Όγκος στερεού εκ περιστροφής.........................................785

14.3 Mήκος τόξου επιπέδου καµπύλης ................................................791

14.3.1 Mήκος τόξου σε καρτεσιανές συντεταγµένες ...................791

14.3.2 Mήκος τόξου όταν η καµπύλη δίνεται µε 

παραµετρικές εξισώσεις .....................................................794

14.3.3 Mήκος τόξου όταν η καµπύλη αναφέρεται σε πολικές 

συντεταγµένες......................................................................795

14.4 Eµβαδόν επιφάνειας στερεού εκ περιστροφής ............................798

14.4.1 Eµβαδόν επιφάνειας στερεού, εκ περιστροφής σε

καρτεσιανές συντεταγµένες................................................798

14.4.2 Eµβαδό επιφάνειας, εκ περιστροφής όταν η καµπύλη

δίνεται µε παραµετρικές εξισώσεις ...................................801

14.4.3 Eµβαδό επιφάνειας, εκ περιστροφής όταν η καµπύλη

δίνεται σε πολικές συντεταγµένες .....................................801

Aσκήσεις ..............................................................................................803

KEΦAΛAIO 15

EΦAPMOΓEΣ TOY OPIΣMENOY OΛOKΛHPΩMATOΣ

ΣTH ΦYΣIKH KAI MHXANIKH

15.1 Έργο ..............................................................................................807

15.1.1 Έργο παραγόµενο από σταθερή δύναµη...........................807

15.1.2 Έργο παραγόµενο από µεταβλητή δύναµη.......................807

15.2 Pοπές επιπέδων επιφανειών και ροπές στερεών εκ 

περιστροφής - κέντρα βάρους .......................................................811

15.2.1 Γενικά...................................................................................811

15.2.2 Pοπές επιπέδων επιφανειών - Kέντρο βάρους 

αριθµός: ...............................................................................812

15.2.3 Pοπές στερεών εκ περιστροφής - Kέντρο βάρους............815

Περιεχόµενα 21



15.2.4 Θεώρηµα (πρώτο του Πάππου) .........................................816

15.3 Pοπές αδράνειας επιπέδων επιφανειών και ροπές 

αδρανείας στερεών εκ περιστροφής .............................................822

15.3.1 Pοπές αδρανείας επιπέδων επιφανειών............................822

15.3.2 Pοπές αδράνειας στερεών εκ περιστροφής.......................824

15.3.3 Aκτίνα ροπής αδρανείας....................................................826

15.4 Pοπή και ροπή αδρανείας υλικού σηµείου και συστήµατος

υλικών σηµείων ως προς ευθεία ...................................................831

15.5 Kέντρο βάρους µιας επιπέδου καµπύλης και 

ροπές αδρανείας.............................................................................832

15.6 Kέντρο βάρους και ροπές αδρανείας µιας επιφάνειας

εκ περιστροφής ...............................................................................837

15.6.1 Θεώρηµα του Πάππου (δεύτερο) .......................................837

15.7 Πίεση ρευστών ................................................................................839

15.7.1 Πίεση.....................................................................................839

15.7.2 ∆ύναµη σε µια επίπεδη επιφάνεια που θεωρείται

βυθισµένη σε ένα υγρό ........................................................840

Aσκήσεις ..............................................................................................844

Βιβλιογραφία ...........................................................................................847

22 Γενικά Mαθηµατικά


